Raport stiintific
privind implementarea proiectului in perioada octombrie — decembrie 2011

Problemele de satisfacere Boolean (k-SAT) [1, 2] constituie una dintre cele mai dificile clase de
probleme de satisfacerea constrangerilor (CSP) si stau la baza multor aplicatii legate de decizii, programare
in timp, corectie de erori, respectiv biocomputatie. Dezvoltarea unor algoritmi eficienti este deci foarte
importanta pentru stiinta si tehnologie.

In ultimele trei decenii s-a manifestat un interes crescut fati de implementarea sistemelor analog-
dinamice in computatie [3]. Desi existenta pe plan teoretic a computatiei eficiente (super-Turing) prin
aceste probleme dificile nu au fost explorate. In acelasi timp inginerii au implementat aparatura care imita
sistemul nervos, ca de exemplu retele celulare neurale/nelineare, numite Cellular Neural/Nonlinear Network
(CNN) [5], sau aparate analoage VLSI [6], pentru a rezolva o gama intreagd de probleme ce tin de
optimizare in robotica, computatie sensoriald (vizuala, auditiva) etc. CNN este un sistem de celule analog-
dinamice care proceseaza in paralel si in timp continuu rezolvand efectiv un sistem de ecuatii diferentiale
ordinare (ODE) cuplate prin perechi de parametrii programabili.

Una dintre cele mai studiate probleme de satisfacere Boolean este k-SAT (k =3) [1]. In k-SAT sunt
date N variabile de tip boolean{x,,...,x,}, x,€{0,1} si M clauze (constringeri), fiecare clauza fiind

disjunctia (OR, semnalatd prin v) a unor k variabile sau a negatiei acestora (x ), ca de exemplu
C=(x;vX,Vx,) in 3-SAT. Sarcina este de a gasi acele valori pentru variabile care permit ca toate

clauzele sa fie satisfacute (TRUE). Atunci cand numadrul de constringeri (clauze) este mic, proportia
a=M)/N este mica — fiind usor sa gasim solutii (faza SAT usoara), iar cdnd sunt prea multe constrangeri

intermediara poate fi Insa extrem de dificila, cazul cel mai complex de algoritm cunoscut fiind cel de A-SAT
(k =3) (inclusiv cei mai buni algoritmi euristici [4,17]) fiind exponential in N. (k&-SAT fiind o problema de
tip NP-complete [2], aceasta inseamna ca orice altd problema din categoria NP poate fi transformata in -
SAT, fapt ce 11 amplifica importanta si mai mult.)

Directorul de proiect, Dr. Ercsey-Ravasz a realizat o noud si precisa aplicatie pentru Boolean
satisfiability, intr-o serie de ODE cu o corespondenta unica intre seria ei de atractori si solutiile k~-SAT [7].
Parametrii acestor ODE (determinati de problema A-SAT) constituie input-ul calculelor, iar output-ul
provine din convergenta dinamicii cu un atractor ceea ce corespunde unei solutii. Articolul a fost acceptat de
Nature Physics, a aparut in versiunea electronicd in Octombrie 2001 si pe pagina de titlu al numarului din
Decembrie. Chiar dacad articolul este rezultatul unor cercetari realizate inainte de acest proiect, are o
relevanta crescutd, pentru ca aratd potentialul acestei echipe si importanta acestui proiect.

Sistemele dinamice in timp continuu (CTDS) prezentate in [7] constituie doar una dintre modelele
teoretice posibile, alte modele putand fi construite respectand acelasi principii. Datoritda formei ODE-urilor
CTDS seamana cu retelele neurale. Cellular Neural/Nonlinear Networks (CNN) sunt deja implementate in
aparatura reala [5], dezvoltarea unui model asemanator cu CNN putidnd avea drept rezultat implementarea
sistemelor dinamice cu numeroase aplicatii in viitor. Cum am ardtat in propunere, una dintre obiectivele
principale ale acestui proiect este dezvoltarea unui model Cellular Neural/Nonlinear Network pentru
rezolvarea problemelor de satisfacerea constrangerilor. In primele trei luni ale acestui proiect am definit
forma matematicd a acestui model si am inceput implementarile computationale.

O reprezentare naturald a problemei k-SAT este graful bipartit [8] in care sunt doua tipuri diferite de
noduri. De asemenea exista doua tipuri diferite de conexiuni, semnalate cu + respectiv — (Fig. 1). O legatura
pozitiva (negativa) cupleaza nodurile unei variabile cu cea a unei clauze in care variabilele apar in forma lor
normala (negata). Aceasta reprezentare de graf bipartit a fost folositd in mai multe algoritmuri diferite de a
transmite mesaje, ca de exemplu ,,belief propagation” sau ,,survey propagation” [22, 4]. Au existat si cateva



incercari de a rezolva k-SAT folosind retele neurale definite pe grafuri bipartite [9], dar de cele mai multe
ori s-au folosit retele neurale in timp discret.

Cand am proiectat acest CTDS ne-am concentrat pe acele insusiri fundamentale care sunt necesare
pentru a reda corespondenta exactd intre solutiile ~~-SAT si atractorii sistemului. Am recurs la cele mai
simple ecuatii, astfel CTDS-ul nostru foloseste variabile auxiliare nemarginite in care implementarile fizice
sunt evitate. Acest CTSD poate fi insd modificat si este Tn mod special potrivit pentru a fi reprezentat ca o
retea neurald, pentru ca dinamica unei variabile date de s;, este determinatd doar de vecinii acestuia in graful
bipartit, adicd de clauzele in care s; apare. ODE-urile sunt construite pe functii polinomiale care pot fi
realizate folosind circuite analogice de aditie si multiplicare. Asemanator cu Cellular Neural/Nonlinear
Networks [5], fiecare nod 1n graful bipartit trebuie inlocuit cu un circuit (o celuld), care primeste semnalul
input de la output/ul celulelor invecinate. Parametrii de cuplare vor fi determinati de formula A-SAT.

Ca o primd sarcind am inceput proiectarea acestui model de retea
neurala si determinarea insusirilor necesare a acestuia (ca de exemplu
forma functiilor output, cuplarile, etc.). Aceastd noua dinamica pentru
rezolvarea problemelor £-SAT seamina cu modelele clasice si poate
garanta cd procedeul va fi usor de implementat in viitor (de exemplu

chipuri CNN sunt deja folositi in computatia senzoriala si in robotica
[3]). Forma generalda a ODE-urilor ce descriu CNN (ARNN-uri sunt
asemanatoare dar folosesc timp discret [6]) este:

dx. (1)
— i 7 = —
dt = xi(t)"'Einjyj(t)'l'Eszjuj +2z,
Fig. 1 Graful bipartit reprezentand problema . . . .
k-SAT unde x, () este activarea (numita si functia de stare sau voltaj de stare)

celulei i; y, ()= f(x,(¢)) este output-ul; u, este inputul celulei i
(independent de timp), iar z, este un constant. Dupa cum vedem, dinamica x; depinde de combinatia lineara

influentatd de output-urile invecinate, iar nonlinearitatea se ascunde in functia de output f(x). De cele mai

multe or1 f(x) este o functie sigmoida, secvential lineard, dar poate fi aleasa si in mod diferit.

Vom prezenta pe scurt sistemul pe care l-am dezvoltat panda acum. Avem doud tipuri diferite de
variabile pentru cele doud noduri diferite ale grafului bipartit:

- s; (unde i = I,_N) reprezinta variabilele necunoscute propriu-zise ale problemei k-SAT, cu singura

diferenta ca variabilele de tip boolean {0,1} sunt proiectate pe regiunea continud [—1,1]. Output-ul

s, +1]=|s, - 1]
2

unde f'(s;) = -1 variabila se considera a fi FALSE (0), respectiv f(s;) =1 este TRUE (1).

acestor variabile este determinatd de functia secvential lineara f'(s,) = (Fig. 2a),

|am| —|am —1|+1
2
functie apare ca o functie de cost pentru fiecare clauza. Are o valoare continud intre [0,1] si atunci

- a, (unde m = I,_M) reprezintd clauzele. Output-ul fiind g(a, ) = (Fig 2b). Acesta

cand g(a,)=0 Inseamna ca constringerea a fost satisfacuta, iar cdnd g(a,)=1 inseamnd ca

aceasta nu a fost satisfacuta.



f(s) g(a)

1 4 0

Fig. 2a Functia output a variabilelor g.: Fig. 2b Functia output a variabilelor g :
& i i ’ m

f(s)=( s, = 1)/2 g(@,) = (a,|~[a, -1+ D/2

s, +1]-

Atunci cand proiectam sistemul dinamic, scopul nostru este cd punctele stabile, fixe ale sistemului
* * - . - - .« 0.
(s ,a ) sa satisfacd urmatoarele conditii:

fiecare variabila s, trebuie sd aibd un output f(s;) = +1 sau -1, indicAnd TRUE sau FALSE
Fiecare variabild a, trebuie sa aibd un output g(a, ) =0 sau +1

1
2
3. g(a,) =0 dacd si numai dacd clauza C, este satisficutd
4

g(a,) =0 pentru toate C, , unde m =1, M , indicand ¢ toate clauzele sunt satisfacute si astfel avem
o solutie
Forma generald a ecuasiilor CNN care rezolva k-SAT este:

ds. (1) Y
———=—5.()+A4Af (5.())+ Y c _.g(a (t , i=1LN
i (O + Af (s,(0) 2 8(a, (1))
D) g ()4 Ag(a, ()= S,/ (5,(0)+1-K . m=17
dt 7
unde ¢, =1 daca variabila s; apare in forma ei normala in clauza C,, ¢, = -1 dacd apare in forma ei

negatd, si c¢,, =0 dacd nu face parte din constringerea C, . Valoarea parametrului 4 trebuie sa fie in
regiunea A4 €[1,2) iar noi am ales sa fie 4 =1.5. Astfel asigurdm conditiile 1. si 2., anume ca punctele fixe
stabile (s™,a") ale dinamicii de output sunt f(s;) = =1, iar g(a,) =0 sau +1. (Se poate vedea pe Fig. 3,
respectiv Fig. 4.). Cea de-a treia conditie se realizeazd in felul urmadtor: intr-un punct fix in care toate
f(s;)==%1, c,.- f(s;) =1 cand variabila s, satisface clauza C,, iar c,, - f(s;) = -1 cand nu o satisface.

Suma § = Ecmi - f(s;) poate avea valorile k,k -2 k—-4,..,-k (unde k este numirul variabilelor intr-o

clauza a problemei A-SAT). Constrangerea nu este satisfacutd atunci si numai atunci cand S = -k . In cazul
acesta avem un punct fix in care:

*

da,,
dt

=-a, +Ag(a,)+k+1-k=0=a,, =Ag(a,)20=>a,=21=g(a,)=1

Atunci cand constrangerea este satisfacuta S = -k + 2 din care rezulta:

ddﬁha;+Ag(a;)—S+1-k=0=>S=1—k—a;_l+Ag(a;)z-k+2:>
t

a, =<Ag(a)-1<05



Aici am folosit conditia 4=1.5. Dar g(a,) poate fi numai 0 sau / in punctul fix stabil, deci trebuie sa

avemg(a, ) = 0, care intr-adevar corespunde unei constrangeri satisficute.

-a+Ag(a)-S+1-K

t fix stabil punct fix stabil
punct fix stabi

Fig. 3 Dacd constrangerea ¢ este satisficutd, insemnand ca suma S > —k (negru) puncului fix stabil a < Osi g(a*) = (. In cazul in care constringerea nu
este satisficutd, § = —k (rosu), ¢* > 1 si g(a*) =1

Aici vom ardta ca si conditia 4. este realizatd prin aceasta dinamica, de aceea daca suntem intr-un

punct fix pentru toate i =1, N:

%=0:>—s:+Af(s:)+20mi‘g(a;)=0=>—sf‘f(S:)+Af2(S;)+ZCmf‘f(S:)'g(a;)=O

. - . e e e . * - .
Stim ¢d f°(s;) =1 deoarece f(s;)==1. Din cauza conditiei 3., demonstrate anterior, g(a, )= Odaca si
. - . - A - - * . -
numai dacd clauza C, nu este satisfacutd, aceasta inseamnd ca c,, - f(s;)=-1 din care rezultd

—s.  f(s;)+A- E g(a,)=0. Daci existd o clauza nesatisficutd, adica existd un m pentru care g(a, ) =1

ajungem la rezultatul urmdtor: s, - f(s;)+ A=1=>s, - f(s;)< A-1<1, ceea ce nu este adevdrat, pentru
cd in punctul fix stabil f(s;) = =I, ‘S,*‘ >1 iar s, - f(s;)=1, dupd cum am aritat (Fig. 4). Singura

posibilitate de a avea un punct fix stabil este de a avea g(a;) = (0 pentru toate m =1, M .

-s+Af(s)+1, ¢ _=1,9(a,)=1

punct fix stabil

//

punct fix stabil

-S+Af(s)

Fig 4. In puncte fixe stabile output-ul variabilelor s trebuie si fie *y = +1 (negru). Cand exista clauze nesatisfacute, dinamica va decurge in mod automat spre
g p p ; f(s;)==1

punctul fix care va satisface clauza respectiva (rosu).



Sarcini indeplinite

In primele trei luni am lucrat la definirea formei matematice exacte potrivite a dinamicii CNN. Am
demonstrat cd modelul matematic are insusirile necesare pentru a rezolva probleme A-SAT si am inceput
implementarea acestui model n simulatii pe computer.

Activitatea membrilor grupului

Directorul de proiect, Dr. Ercsey-Ravasz a proiectat modelul CNN si i-a demonstrat insusirile matematice.
Cel de-al doilea membru al grupului este studentul doctorand, anul 1., Botond Molnéar. Directorul de proiect
i1 acorda asistenta in familiarizarea cu subiectul cercetarii. A inceput sd studieze bibliografia de specialitate
si munca preliminard realizatd de directorul de proiect. Totodata a inceput sd foloseascd unele dintre
programele de simuliri create de directorul de proiect. In prezent el lucreaza la modificarea acestor coduri in
vederea implementarii lor pe noul model CNN.

In octombrie directorul de proiect a participat la un simpozion organizat de Facultatea de Fizici a
Universitatii Babes-Bolyai. La acest simpozion au mai participat diferite grupuri si invitati de la
Universitatea Catolica Pazmany Péter (Budapesta, Ungaria), Universitatea Tehnica din Budapesta (Ungaria);
Facultatea de matematica si Informaticd a Universitatii Babes-Bolyai. Directorul de proiect a tinut o
prezentare despre proiect. in urma discutiilor din cadrul simpozionului se intrevad si noi posibilititi de
colaborare.

Publicatia directorului de proiect acceptata in Nature Physics [7] este pe pagina de titlu a editiei din
Decembrie. Chiar daca publicatia a fost acceptatd inainte de inceputul acestui proiect si astfel nu poate fi
consideratd ca fiind rezultatul activitatii din aceste 3 luni, are totusi un rol crucial in activitatea noastra.
Proiectul se bazeazd pe rezultatele preliminare publicate in Nature Physics, ceea ce aratd importanta si
potentialul urias al acestuia.

Pasii urmatori

In anul urmétor vom continua implementarea codurilor de simulatii, testarea eficientei modelului si studiul
insusirilor haotice. De asemeni, vom avea un nou membru in grup, un cercetdtor postdoctoral care se va
concentra pe studiul tranzitiilor haotice de fazd observate in aceste probleme de optimizare.
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